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 رکدام بههستیم که ه آزادشکل یکطراحی اپتی در های جدیداهکارهمواره شاهد ارائه ر ،آزادشکل اپتیکی قطعات با توجه به اهمیت طراحی 

ده شان دان اًاخیر ها حل معادلات دیفرانسیل است.یکی از روش دارند.های جدید ارائه روش یا قبلی و ی طراحیهانحوی سعی بر بهبود روش

 ین پژوهشادر بهره برد. د شکل آزااپتیکی  قطعاتدر طراحی  آمپر -معادله دیفرانسیل درجه دوم غیر خطی مانژ توان از حلشده است که می

ت صوربه  را این عدسی باید قادر باشد درخشش منبع نور موازی شده زاد با کاربرد در حوزه روشنایی هستیم.شکل آ عدسی به دنبال طراحی

 شد نجام دادها را آمپر-انتقال دهد. در اینجا  محاسبات مربوط به حل عددی معادله دیفرانسیل مانژصفحه هدف الگوی از پیش تعیین شده به 

اس بر اس افزارهای مربوطه عدسی شکل آزادآزاد عدسی را بدست آوردیم.  در ادامه با استفاده از نرمو از این طریق ابر نقاط سطح شکل

ی ابیآمپر را روش ریشه -معادله مانژ ابرنقاط بدست آمده طراحی شد. هسته مرکزی محاسبات عددی انجام شده برای بدست آوردن جواب

 را بدست آورد عدسی آزادتوان در چند تکرار، ابر نقاط سطح شکلبا این روش می دهد.نیوتون تشکیل می

 ، مهندسی روشنایی، طراحی اپتیکی، روش نیوتونآمپر، ابر نقاط-شکل آزاد، معادله مانژ عدسی -کلید واژه

Designing freeform lens by using numerical solutions of Monge-Ampere 

equation 

R. S. Hafshejani, M. Vahedi 

Atomic & Molecular Physics Group, School of Physics, Iran University of Science and Technology 

Abstract- Due to the importance of designing process of optical elements, novel methods are presented to improve the 

prior designing schemes. Recently, it has been shown that nonlinear second order partial differential equation of Monge-

Ampere could be used in designing free-form optical elements. It has been tried to construct a freeform lens that is able to 

transfer received intensity distribution on the surface of the lens to the desired pattern on the target plane. The Newton 

linearization method has been used to solve the nonlinear equation. By use of Newton’s method in the iteration loop, it’s 

possible to reach to better results for freeform lens surface structure. By use of several iterations, we achieved improved 

points cloud of 3D shape of the freeform lens. 

Keywords: freeform lens, Monge-Ampere equation, points cloud, optical design, Newton’s method, illumination 

engineering 

 

 

 آمپر-استفاده از حل عددی معادله مانژ   شکل آزاد اپتیکی با عدسیطراحی 

 رضا شریفی هفشجانی، محمد واحدی 

 دانشگاه علم و صنعت ایران، دانشکده فیزیک، گروه اتمی و مولکولی
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 مقدمه -1

کرراربرد روشررنایی  مهندسرریدر  پتیررک شررکا   ادااخیرررا، 

 تروانرا می شرکا   اد اپتیک .[۱]استپیدا کرده  ایگسترده

 ا  پیش تعیین شده بر  کرار بررد.الگوهای روشنایی  در ایجاد

های مختلفی برای طراحری روشدر حو ه مهندسی روشنایی 

هرا کر  در ها پیشنهاد شده است. یکی ا  این روشاین اپتیک

 مپرر -دیفرانسریا مرانژمعادل  این پژوهش نیز مد نظر است، 

در این پژوهش امکان  بدست  وردن ابر نقاط سطح  باشد.می

 کنیم.با این روش بررسی میرا  موردنظر   اد عدسیکاش

 شکل آزاد  عدسیطراحی  -2

سطح شکا   اد دسرت  پرتوهرای  با یک عدسیبا استفاده ا   

شرد  درخشرندگی دارای کر  منبع موا ی شده را ,I x y 

دهیم کر  در  نجرا ای ب  سطح هدف انتقال می، بگون هستند

یش تعیین شدۀ ا  پ درخشش ,x yE t t.حاصا شود 

بردار یک  عمرود  N، بردار  یک  پرتو فرودی I،( ۱)در شکا

 مختصرا  پرترو در Tو بردار یک  امترداد پرترو O، بر سطح

های مرتبر  مشتق  yzو xz باشند. همینطورصفح  هدف می

 .هستند yو  xنسبت ب  دو مولف   zاول مولف  

 I ،Nشکا برداری قانون اسنا  بین بردارهای یک  براساس

 .[۲] یر برقرار است رابط  Oو 

  1o in O n I P P                                                  (۱) 

ترروان بصررور   یررر تعریرر  را می1Pدر ایررن رابطرر  پررارامتر 

 :[3]کرد
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 :[3] شوندهای  ن نیز بصور   یر تعری  میمولف  وOبردار
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 .[3] نمایی ا  شکست پرتو در سطح شکا   اد عدسی (۱کا )ش

2 2( ) 1x x o x y iO z n a z z n     
  

                      (۴) 

2 2( ) 1y y o x y iO z n a z z n     
  

                     (5) 

2 2 2 2( ) ( ) 1z i x y o x yO n z z n a z z                      (6) 

توان با توج  ب  روابط بالا می .=on/i(n-1a(2در این روابط

 :[3]را بصور   یر تعری  کرد Tهای بردار مولف 
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 :[3]توان نوشتبا فرض عدم اتلاف انرژی می

( ) ( ( , ), ( , )) ( , )x yJ T E t x y t x y I x y                      (9) 

درخشش ا  پیش تعیین شده سطح هدف  E  در این رابط

/1 واست  ( )J T دست  ، اشاره ب  گشودگی)یا فشردگی( یک

دارد و مقدار  ن ا  رابط   یر  بسیار باریک ا  پرتوهای نور

 :[3] یدبدست می

( ) ( )
y yx x

t tt t
J T

x y y x

  
 

   
                       (۱0) 

( و ۱0با محاسب  دترمینان ماتریس ژاکوبین ا  طریق رابط  )

ب  یک معادل  دیفرایسیا جزئی  ،(9قرار دادن  نها در رابط  )

 توان  ن را ب  فرمک  می رسیممی غیر خطی درج  دوم

 .[3]نوشت مپر بیضوی -معادل  دیفرانسیا مانژ
2
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. : ( )
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in xx yy xy xx
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 Eو  xz ،yz ،z ،Iبصور  توابعی ا 5Aتا1Aدر این رابط  ضرایب

 .[3] شوندتعری  می

اگر الگوی روشنایی را بصور  یک شبک  ا  نقاط در نظر 

این شبک  است.  ( حاکم بر نقاط داخلی۱۱رابط  )بگیریم، 

پرتوهای  شود بایداینک  فرم طرح روشنایی نیز حفظ  برای

  .ب  مر  طرح روشنایی منتقا شوند عدسی لب 
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( و لحاظ کردن شرایط مر ی ب  یک ۱۱با داشتن رابط  )

با یک سطح شکا   اد  عدسیای طراحی مدل ریاضی بر

 .[3]رسیممی

2
1 2 3

4 5
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in xx yy xy xx yy
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 
     

)۱۲( 

 حاکم بر مر  دارد.  شاره ب  معادلا bF ادر اینج

توان با استفاده ا  یک روش عددی این مجموع  معادل  را می

مناسب حا کرد. برای این منظور ابتدا معادل  دیفرانسیا 

ای ک  برای شرایط مر ی نوشت   مپر بیضوی و معادل -مانژ

بصور  را ای ا  نقاط کنیم. با این کار شبک ایم را گسست  می

 .کنیمتعری  می یر 

۱3(    
1 min 1 min 2{( , ) ,

, 0,1,.., ; 0,1,..., }

i jS x y x x ih y y jh

i u j v

    

 
 ) 

1در این شبک  بندی  max min( ) /h x x u   و

2 max min( ) /h y y v  ترتیب فاصل  نقاط شبک  ا   ب

 باشند.می y و محور xیکدیگر در راستای محور 

 مپر را -باید معادل  مانژ (1Sداخلی )نقاط درونتمام نقاط  

باید ( 1S )نقاط روی مر م نقاط مر ی ارضاء کنند و تما

منظور یکسان شدن  ب معادل  شرایط مر ی را ارضاء کنند.

  نقاط شبک  ا  تقریب خطای مرتب  خطای تقریب در هم

 دوم استفاده شده است.

توان برای بدست  وردن مقدار بعد ا  گسست  سا ی می 

ش بهین  برای هر کدام ا   نقاط داخلی و نقاط مر ی ا  رو

 حا نیوتون استفاده کرد.

1( ) ( )( ) 0k k k kF X F X X X                        (۱۴) 

ام، و kهای بدست  مده در تکرار جواب kXدر این رابط   

1kX 1جواب های تکرارk د.ام هستن( )kF X  نیز مشتق

 .[5-3] است امkدر تکرار  فریش  نسبت ب  تمام نقاط شبک 

ابزارهای محاسباتی ب  حا در این پژوهش با استفاده ا  

کمک  ن بتوان عدسی عددی این معادل  پرداخت  شد، تا ب 

 طراحی کرد. شکا   اد مورد نظر را

 

 شبیه سازیمحاسبات عددی و  نتایج -3

ت  بان برنام  و تح  GNU Octaveافزار با استفاده ا  نرم

دن ابر مربوط  برای بدست  ور نویسی متلب کد محاسباتی

با استفاده  .ایجاد شدمورد نظر  عدسی  اد شکا نقاط سطح

 تا  نهای .مورد نظر طراحی شد عدسی SolidWorksافزار ا  نرم

 طراحی شده عدسی TracePro افزار اپتیکیدر محیط نرم

  .مورد ار یابی قرار گرفت

 را عدسیسطح مثال  یر کد محاسباتی باید ابر نقاط در 

بر روی قادر باشد  عدسی حاصا ک  کند بینیای پیشبگون 

را نمایش دهد؛ بطوریک   "علم"واژه   ztای در فاصل  پرده

ضریب ار برابر  مین  باشد. این واژه چهدرخشش برای 

نیز  (on)و ضریب شکست محیط ۱.376 (in)عدسیشکست 

سایر پارامترهای مورد استفاده  در نظر گرفت  شده است. ۱

 اند:در طراحی در جدول  یر  مده

 پارامترهای اولی  ثابت در طراحی (۱)جدول

 نیز ابعاد عدسی xL ،yLابعاد تصویر و  yDو  xDدول در این ج

های شبک  تعداد ستون v تعداد سطر و uهمچنین  هستند.

نشان داده شده  ztباشند. فاصل  عدسی ا  پرده نیز با می

 .است

حاصا ا  محاسبا  . ال ( ابرنقاط سطح شکا   اد عدسی، (۲شکا)

 عددی ب(  عدسی طراحی شده بر اساس این ابر نقاط

جواب  ، یک[6]هندسیدر مرحل  اول با استفاده ا  روابط 

  جواب اولی  .دهیمپیشنهاد می عدسیسطح برای  اولی  را

tz v u Dy Dx Ly Lx 

500mm 60 80 50mm 50mm ۱0mm ۱0mm 
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. بینی حاصا ا  محاسبا  عددیپیش. ب( (. ال ( طرح مورد نظر3شکا)

 پروافزار تریسسنجش عدسی در نرمپ( 

 درخشش یکنواخت تواند روی پردهست ک  میای ابگون 

 (۱۴) مطابق با رابط بعد ار انجام محاسبا  لا م،  ایجاد کند.

نقاط سطح جواب قابا قبولی برای ابر  مرتب  تکرار س  با

این جواب عددی در واقع ابر .   اد عدسی بدست  مدشکا

کند ک  قادر اد عدسی را پیشنهاد می  نقاط سطح شکا

مانند  نچ  در را  ("علم")واژه  خواست  شده است الگوی

 شود، ایجاد کند.مشاهده می( ب-3شکا)

افزار با استفاده ا  این ابر نقاط، عدسی مورد نظر در نرم

SolidWorks .در انتها عدسی طراحی شده را در  طراحی شد

قرار دادیم؛ ک  ار یابی  مورد TraceProنرم افزار اپتیکی 

 قابا مشاهده است. (پ-3نتیج   ن در شکا)

 نتیجه گیری   -4

( قابا مشاهده است پ-3مطابق با  نچ  در شکا ) 

محاسبا  عددی انجام شده ب  خوبی توانست  ابر نقاط سطح 

نتایج شبی  سا ی گواه  بینی کند.شکا   اد عدسی را پیش

ی محاسباتی  در طراحتوان ا  این روش این است ک  می

در مهندسی روشنایی استفاده    اد با کاربردهای شکاعدسی

موا ی   لایده این محاسبا  با در نظر گرفتن منبع نور برد.

توان  ن را با اعمال تغییراتی برای انجام شده است، ک  می

 ای نیز بکار برد. منابع نور نقط 
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