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لاگرستروم، نشان خواهیم -فوکاس  ی ابرانتگرال پذیر کوانتومی دو بعدی، سامانه ی سامانهیک با بررسی  در این مقاله -چکیده 

در نظر گرفت. سپس با استفاده از این هایزنبرگ تغییر شکل یافته -توان جبر این سامانه را به شکل یک جبر ویلداد که می

های ویژگی ،. درنهایتمکنیحد را اثبات میتفکیک وا ی مزبور را ساخته و برای آن رابطه یهای همدوس سامانهحالت ،جبر

 خواهیم نمود. را بررسی رامتر مندلاها و پشامل تعداد میانگین فوتون های همدوس ساخته شدهحالت غیرکلاسیکی
 

 شکل یافته، حالت همدوس غیرخطی س، جبر نوسانگر تغییردو بعدی فوکاپتانسیل نوسانگر  -کلید واژه

 

Coherent states of the two-dimensional quantum superintegrable Fokas-

Lagerstrom system 

Mahdi Ashrafi, Ali Mahdifar and Ehsan Amooghorban,  

Physics group, Science Department, Shahrekord University, Shahrekord 

 Abstract- In this paper, by studying the two-dimensional quantum superintegrable Fokas-

Lagerstrom system we show that it is possible to consider the algebra of this system as a 

deformed Weyl-Heisenberg algebra. Then we construct the coherent states of this system and 

prove their resolution of identity. We eventually investigate their quantum statistical 

properties, including the mean number of photons and the Mandel parameter. 

Keywords: Two dimensional Fokas-Lagerstrom Potential, Deformed oscillator algebraic, 

Nonlinear coherent state 

 

 

 

 

گرستورملا-پذیر و دوبعدی فوکاسی کوانتومی ابرانتگرالهمدوس سامانه هایحالت  

 قرباناحسان عمو فر وعلی مهدی ،مهدی اشرفی

 ، شهرکرددانشگاه شهرکرد ، دانشکده علوم،گروه فیزیک
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 مقدمه -1

های همدوس را میلادی حالت 1926شرودینگر در سال 

هایی با ان حالتعنوی نوسانگر هماهنگ بهضمن مطالعه

های ی عدم قطعیت معرفی کرد. امروزه حالتکمینه

های فیزیک کاربرد پیدا همدوس در بسیاری از شاخه

 zلازم برای یک حالت همدوس ویژگی [.1-4]اندکرده

نیز وجود رابطه تفکیک واحد است که به شکل زیر تعریف 

 [5]شودمی

(1 )                          22 ( ) 1.d z z W z z  

های های همدوس استاندارد به روشکنون حالتتا

ها، این تعمیم [. ازجمله6اند]مختلفی تعمیم داده شده

هایی جبری است که عمدتاً به آن دسته از تعمیمتعمیم 

ها عملگرهای بوزونی استاندارد گردد که در آناطلاق می

â  و†â با شکل عامی از این عملگرهاÂ  و†Â 

شوند. در حقیقت این عملگرها با ترکیبی از جایگزین می

های حرکت عملگرهای استاندارد و توابعی از برخی ثابت

توان به جبر می ن نمونهبه عنوا شوند.سامانه ساخته می

هایزنبرگ تغییر شکل یافته اشاره کرد که در آن -ویل12

 شوند،به صورت زیر تعریف می Â†و  Âعملگرهای

(2       )             
† † † † †

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( 1),

A a f n f n a

A f n a a f n

  

  
 

ˆ†که در آن  ˆ ˆn a a این عملگرها  گر عددی است وعمل

 کنند،جایی زیر صدق میدر روابط جابه

(3    )     
† †

† 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ , ] , [ , ] ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] ( ) ( 1) ( 1),

A n A A n A

A A n f n n f n

  

   
 

های مورد توجه در فیزیک از طرف دیگر، یکی از سامانه

 Dی هستند. یک سامانه [7]پذیرهای ابرانتگرالسامانه

2د اگر دارای پذیر گوینبعدی را ابرانتگرال 1D  ثابت

ای دو بعدی سامانهبدین ترتیب، یک  .حرکت مستقل باشد

شود اگر یک نامیده می [8]پذیرانتگرال Ĥبا هامیلتونی

ی در آن سامانه بتوان یافت که در رابطه Îعملگر

 , 0H I   صدق کند. حال اگر عملگر دیگری مانند

Ĉ نیز وجود داشته باشد که باĤ جابجا شده اما باÎ 

 شود.ابرانتگرال پذیر نامیده می جابجا نشود، سامانه

دوس یک های همهدف ما در این مقاله ساخت حالت

-انتگرال پذیر دو بعدی کوانتومی، سامانه فوکاسسامانه ابر

دین منظور است. ب (Fokas-Lagerstrom) لاگرستروم

به شکل یک توان میبر این سامانه را دهیم جنشان می

هایزنبرگ تغییر شکل یافته در نظر گرفت. -جبر ویل

های همدوس سامانه حالت ،سپس با استفاده از این جبر

تفکیک واحد را اثبات و را ساخته و برای آن رابطه  مزبور

های همدوس را حالت های غیرکلاسیکیویژگی ادامهدر 

  بررسی خواهیم کرد.

سامانه ابرانتگرال پذیر های همدوس حالت -2

 لاگرستروم-فوکاس

لاگرستورم که به -هامیلتونی معرفی شده توسط فوکاس

 ،[9]صورت زیر است

(4   )                
2 2

2 21
( ) ,

2 2 18
x y

X Y
H P P    

بوده و دو دو بعدی انتگرال پذیر مربوط به یک سامانه ابر

 آیندثابت حرکت جابجا ناپذیر آن به صورت زیر بدست می
2 2

23

2

ˆ ,

{ , }1ˆ { , } ,
2 27 6

x

yx

y x y

I P X

XY PY P
C XP Y P P

 

   

 )5( 

 ،روابط جابجایی زیرتوان نشان داد می

[ , ] 0, [ , ] 0, [ , ] 0,H I H C I C R        )6( 

با تعریف  .دنهدامانه را نتیجه میذیر بودن سانتگرال پابر

 های زیر:عملگر

(7 )    †
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ , , ,
2 2 2

I R R
n u A C A C       

عملگرهای  شود دیده مییک ثابت است. uکه در آن 

 د:نکنمزبور در جبر زیر صدق می

(8)           
† † † †

†

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ , ] , [ , ] ,

ˆ ˆ[ , ] ( , 1) ( , ),

n A A n A A

A A H N H N

 

  
 

( , )H N وجود یک نمایش شودنامیده میبع ساختار تا .

موجب ، برای هر ویژه مقدار انرژی بالا،متناهی از جبر 

 هایشود که تابع ساختار در معادلهمی

( , ) 0,

( , 1), 0

( , ) 0 .        1, 2,...,

E N

E N

E x for x N

 

  

  

            )9( 

 N+1گنی . ویژه مقدارهای انرژی ممکن، تبهصدق کند

1برابر  uمقدار(، 9با توجه به رابطه )گانه دارند و 
2
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حاصل، برای این سامانه به تابع ساختار  سهلذا  شودمی

 د:نآیشکل زیر بدست می

2 4
( , ) 16 ( 1 )( )( ),

3 3

2 1
( , ) 16 ( 1 )( )( ),

3 3

5 4
( , ) 16 ( 1 )( )( ).

3 3

N

N

N

E x x N x N x N x

E x x N x N x N x

E x x N x N x N x

       

       

       

)10( 

هایزنبرگ تغییر شکل -( و جبر ویل8از مقایسه جبر )

-ه فوکاسجبر سامانتوان میکه  شوده می( دید3ی )یافته

ت ، به صورثابت NEبه ازای یک انرژی  ،لاگرستروم را

یافته با تابع تغییر  هایزنبرگ تغییرشکل- یک جبر ویل

 شکل

( ) ( 1)( )( ),f n N n N A n N B n      

(11) 

تناظر با م Bو  Aهای ثابتدر نظر گرفت که در آن 

2)های یکی از زوج / 3, 4 / 3) ،(2 / 3,1 /  یا  (3

(5 / 3, 4 / با توجه به عملگر نابودی تغییر  هستند. (3

ˆشکل یافته  ˆ ˆ( )A a f n  داریم:نیز 

ˆ 0.A N                                                        )12( 

برای این سامانه با یک فضای هیلبرت متناهی  ،بنابراین

های همدوس حالت ،رورو هستیم. از اینالابعاد روبه

متناظر با سامانه فوکاس لاگرستروم را با استفاده از 

های همدوس با بعد متناهی به شکل زیر رهیافت حالت

 :[6]سازیممی
2 †

2

0

ˆ( ) exp( ) 0

(4 )
( )

( ) ( 1)

( )

1
,

( ) ( )

( ) ( )

nN

n

z C z zA

z
C z

n n N n

N N

n
A N n B N n

A N B N






   




     


   



     )13( 

2که در آن
( )C z ویژگی لازم  بهنجارش است. بیضر

د، وجود یک حالت همدوس باش zکه حالتنایبرای 

 [5]رابطه تفکیک واحد به شکل زیر است

                           )14(

 22 ( ) 1,d z z W z z   

2 در آن که
( )W z  ن است که باید تعیین تابع وزیک

( در رابطه بالا و 13گذاری رابطه )یگردد. با جا

iz گرفتندرنظر re  ، 
2

z x و 

( 1) ( 1) ( )1
( ) ( )

16 ( ) ( )

( )
,

( )

n n n N n N A n
n

N N N A

N B n

N B


       


  

  


 

)15( 

 (14توان نشان داد که وجود رابطه تفکیک واحد )می

)ارز با یافتن تابع هم )w x :از انتگرال زیر خواهد بود 

(61     )                          
0

( ) ( ),nx w x dx n


 

 داریم که در آن

(71    )                                ( )
( ) [ ],

( )

w x
w x

C x
 

از ممان است، أله ( که موسوم به مس16برای حل رابطه )

که با تعریف  [10]کنیممعکوس تبدیلات ملین استفاده می

 [11]به شکل زیر  (Meijerʼs G-function) میجرتابع 

(81)   

1 11 ,

,

1 1

1 1

1

, ..., , , ...,

, ..., , , ...,

( ) (1 )1
,

n n pk m n

p q

m m q

m n

j j j j

k q

j m

a a a a
dxx G x

b b b b

b k a k









 

 

 
 

 

      




 

)تابع وزن  (18) با( 15های )مقایسه رابطه و )w x  به

 آید:شکل زیر بدست می

 

(19 )         
1, ,

1,3
0,0

              0

1
( ) 16

( ) ( ) ( )

1
.

16

N N A N B

w x
N N A N B N

G x

     

 
    

 
 
 
 

 

 حالت همدوسهای غیرکلاسیکی ویژگی  -3

های حالت کلاسیکیغیرهای بخش برخی از ویژگی در این

همدوس متناظر با سامانه فوکاس لاگرستروم از جمله 

 کنیممندل را بررسی میر ها و پارامتشمار میانگین فوتون

ها فقط برای )بدلیل کمبود جا نمودار

2 / 3, 4 / 3A B  شمار میانگین اند(. آورده شده

  برابر است با مزبورها در حالت همدوس فوتون

†
n z a a z                                           )20( 

nمقدار  1 ر شکلد  برحسب z  مقادیر به ازای
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 گونه که از شکلهمانرسم شده است.  Nف مختل

های های حالتمشخص است شمار میانگین فوتون

 Nهمچنین افزایش و zهمدوس بدست آمده با افزایش

 .افزایش پیدا کرده است

0.5 1.0 1.5 2.0
z

1

2

3

4

5

6

n

 

به  zهای همدوس برحسب التهای ح: شمار میانگین فوتون1شکل 

2Nازای   4)نقطه چین( وN   خط نقطه چین( و(

6N  .)خط چین( 

های به منظور بررسی انحراف تابع توزیع احتمال حالت

مندل وابسته به  پارامتر ،همدوس از شکل پواسونی

 های همدوس محاسبه شده را از رابطه حالت

(12)                                    
2ˆ ˆ( )

,
ˆ

n n
M

n

   


 
 

 .ایمنشان داده 2در شکل و نتایج را  محاسبه کرده

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

 

2Nبه ازای  zحسب نمودار پارامتر مندل بر 2شکل    نقطه(

4Nچین( و  ( و )6خط نقطه چینN  )خط چین(. 

سرشت  ،zشود با افزایشمشاهده میگونه که همان

شود. ها تقویت میشمارش فوتون پواسونی آمارزیر

پارامتر مندل شود که سبب می Nهمچنین افزایش

 1تر به سمت های همدوس بدست آمده سریعحالت

 میل کند.

 گیرینتیجه -4

پذیر کوانتومی دو سامانه ابرانتگرال مقاله با بررسیدر این 

توان میکه  دادیمنشان  ،لاگرستروم-، سامانه فوکاسبعدی

هایزنبرگ تغییر -یک جبر ویل جبر این سامانه را به شکل

شکل یافته در نظر گرفت. سپس با استفاده از این جبر 

های همدوس سامانه مزبور را ساخته و برای آن حالت

 هایویژگی همچنین حد را اثبات کردیم.رابطه تفکیک وا

س ساخته شده را بررسی های همدوحالتکلاسیکی غیر

 کردیم.

 

 سپاسگزاری

تحصیلات تکمیلی دانشگاه شهرکرد از معاونت  نویسندگان

 نمایند.های انجام شده قدردانی میبرای حمایت
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