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با کنیم. سپس ی روی سطح کره را مطالعه میابتدا نحوه بدست آوردن طیف انرژی یک نوسانگر هماهنگ دو بعددر این مقاله  –چکیده 

 آوریم. در ادامه،کلاودر را روی سطح کره به دست می-های همدوس گازیوکلاودر برای طیف گسسته انرژی، حالت -روش گازیو استفاده از

 کنیم.های همدوس مزبور را بررسی میهای اپتیک کوانتومی حالتبرخی از ویژگی

 كلاودر،  نوسانگر هماهنگ دو بعدی روی سطح كره-وس گازیوحالت های همد -كليد واژه

 

 

Gazeau- Klouder Coherent states on a sphere 
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Abstract- In this paper, we first study energy spectrum of a two- dimensional harmonic oscillator on a sphere. Then, by using the 

obtained discrete energy spectrum, we construct Gazeau- Klauder coherent states on the sphere, In what follows, we investigate 

the quantum optical properties of the constructed coherent states.  
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کرهیک سطح  یکلاودر رو-ویهمدوس گاز یهاحالت  

 زهرا هيبتی گوجانی1، علی مهدیفر1و2و احسان عموقربان1و2 

 1گروه فيزیک، دانشگاه شهركرد، شهركرد

 2گروه پژوهشی فوتونيک، دانشگاه شهركرد، شهركرد
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 مقدمه -1

مناسب برای یک نوسانگر  هایدستگاه مختصاتیکی از 
 ی روی سطح كره استفاده از مختصاتهماهنگ دو بعد

ژنومی )به زبان حرفه ای در كارتوگرافی( است. این 
مختصات، مختصات دكارتی روی صفحه ی مماس بركره 
است. بدین صورت كه برای یافتن هر نقطه از مختصات كره، 

نقطه مورد نظر شعاعی وصل كرده و امتداد از مركز كره به 
دهيم تا صفحه مماسی را قطع كند. استفاده از این می

دستگاه مختصات از این مزیت برخوردار است كه حركت 

روی یک خط  صفحه مماسی آزاد روی كره دری ذره
حال اگر مختصات دكارتی روی  شود.مستقيم تصویر می

در این مختصات  نشان دهيم، y و x ی مماسی را بافحهص
و  R یک كره با شعاع هاميلتونی نوسانگر هماهنگ روی سطح

خميدگی 
2

1

R
  [1]:توان به صورت زیر بيان كردرا می 

   2 2 2 2ˆ 1 1
π     , 

2 2
ˆˆ ˆ ˆH L x y                    )1( 

 داریم: كه در آن

   .ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ . ,   
2

ˆ ˆ ˆp x x p p x x


    
 

                  

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ˆ ˆ
1

2
.  ijij ij i j j iL L L L x p x p                 )2( 

توان نشان داد كه برای این نوسانگر جبر زیر برقرار است: می

[2] 

)3(                           , ,  ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, ,n A A n A A     
   

  

روی  برای نوسانگر هماهنگ دو بعدیتوان نشان داد كه می
  سطح كره تابع ساختار به شکل

     
2 2

2 42 2, 2 2 1 2 2 1
4 4

E n E w E n u n u
 


 

          
 

.)4( 

و ویژه مقادیر انرژی با رابطه زیر بيان میشود]2[  

 )5(         
2

2
1 1 1 . 

4 2
N Nsphere s

E E N N
 

       

 تابع ساختار آنكه در  , ns E  یک تابع حقيقی مثبت

0nبرای  و ,0 0s E   .با شرط  است 

 , 1 0,s E N                                             )6(  

متناهی  نگر هماهنگ مزبور دارای یک نمایشآنگاه جبر نوسا
بعد نمایش جبر و بعد فضای فوک  Nطوری كه است، به 

 دهد. متناهی الابعاد مربوط را نشان می

 

کلاودر برای طیف -های همدوس گازیوحالت -2

  انرژی گسسته

های سته حالتای با طيف انرژی گسبه طور كلی برای سامانه

و  [3شود: ]به صورت زیر تعریف می كلاودر-همدوس گازیو

[4] 

 
 2

1

0

 
,   .                   

ni en

n n

J e
J N J n











   )7(  

0در این رابطه  J R    بوده كهR  شعاع همگرایی

 ی آن به صورت زیر است:شود و رابطهناميده می

  
lim  .                                                    n

nR 
(8)  

 داریم: همچنين

 
0

R n

n u duu    و   0.u                  )9( 

 N J  نيز توسط شرط بهنجارش به صورت زیر تعریف

 :شودمی

2

0

(J) .n

n

n

N J 




                                        )10( 

0اگر شرط 1 20 e e e   :را اعمال كنيم، آنگاه داریم 

1 2    .                                                                     n ne e e   )11(  

( یک حالت همدوس است اگر 7) حالت تعریف شده با رابطه

 چهار شرط زیر را دارا باشد:

پيوستگی در برچسب؛ اگر  -1   , ,J J    ميل

 داشته باشيم:كند باید 

, , .J J    

 برقرار بودن رابطه تفکيک  -2

 ,   ,   , 1.                  J J d J      

 ی تحول زمانی به صورت زیر برقرار باشد:رابطه -3

, , .iHte J J t      

 ی كنش واحد:برقرار بودن رابطه -4

, , .J H J J    

روی سطح  کلاودر -های همدوس گازیوحالت-3

 ه:کر
ویژه مقادیر انرژی نوسانگر هماهنگ دوبعدی روی سطح كره 

های ( به دست آمد، حال برای ساختن حالت5) رابطه از

را nو neكلاودر مربوط به این سامانه باید -همدوس گازیو

با تعریف  ( جایگذاری كنيم.7) و در رابطه محاسبه كنيم
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پارامترهای 
2


  21و    ویژه مقادیر  ابطهر

 شود:( به شکل زیر نوشته می6) انرژی

   
2

1 1 .n n n       

0حال با توجه به اینکه  0      است، برای

0اینکه 0e   شودne كنيم:ها را به صورت زیر تعریف می 

2

0 2 .n ne n n





  
       

  
 

2با استفاده از تغيير متغير  اكنون





  :داریم 

 ,ne n n                                                  )12( 

 آید:( به دست می11) ستفاده از رابطهبا ا اًو متعاقب

 ! !,n n n                                              )13( 

 كه در آن داریم :

    ! 1 !.n n n                         )14( 

nبازنویسی سب تابع گاما به صورت زیر توان بر حرا می

 :كرد

 

 

! 1
.n

n n

n






  


 
                                   )15( 

كلاودر نوسانگر -های همدوس گازیورو، حالت از این

 آیند:هماهنگ روی سطح كره به شکل زیر بدست می
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م به ذكراست كه لاز N Jبه صورت  از شرط بهنجارش نيز

 د:نآیزیر به دست می
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2 . 

n
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                    )17( 

 با جایگذاری 2N J (16ی )به دست آمده در رابطه ، 

كلاودر مربوط به نوسانگر روی -های همدوس گازیوحالت

 آید:سطح كره به دست می
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)18( 

بالا دارای هر چهار ویژگی  شود كه رابطهبه وضوح دیده می

 های همدوس است.حالت

J,های همدوس خواص اپتیک کوانتومی حالت -4  

از خواص آمار كوانتومی از قبيل تعداد بخش، برخی  در این

های ها، پارامتر مندل و چلاندگی حالتمتوسط فوتون

 دهيم.را مورد بررسی قرار می مزبورهمدوس 
 هاشمار میانگین و آمار شمارش فوتون -1-4

J,ها در حالتشمار ميانگين فوتون   به شکل زیر به

 آید:دست می

   

2

0

     . 
! 12

n

n

J J
n n

n nI J











  

 )19( 

های همدوس ها برای حالتشمار ميانگين فوتون 1درشکل 

 .شده استرسم  λكلاودر بدست آمده برحسب -گازیو

0 1 2 3 4 5
1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

n

 
كلاودر -های همدوس گازیوها برای حالتشمار ميانگين فوتون: 1شکل 

)خط  J=12و   )نقطه چين(  J=11)خط توپر(،  J=10برای  λبرحسب 

 .چين(
تعداد متوسط ، Jبا افزایش  شود،همانطوركه دیده می

ر این افزایش خميدگی یابد. علاوه بها افزایش میفوتون

ها كره نيز باعث افزایش شمار ميانگين فوتون فضای فيزیکی

 شود.می

  پارامتر مندل -2-4

-های همدوس گازیوحالت هایی آمار فوتونبرای مطالعه

 یعنی [5]  كلاودر مزبور لازم است پارامتر مندل

22

 , 
n n n

Q
n

 
                                )20( 

را مورد بررسی قرار دهيم. مقادیر مثبت، صفر و منفی پارامتر 

ر آما مزبور به ترتيب نشانگر آمار فراپواسونی، آمار پواسونی و

 زیرپواسونی است.

اثر انحنای فضا بر پارامتر مندل برای مقادیر  2درشکل 
و هم  Jافزایش نشان داده شده است. در واقع با  Jمختلف 

، سرشت زیرپواسونی آمار شمارش چنين افزایش انحنای فضا
شود. به عبارت دیگر، تا آنجا كه به آمار ها تقویت میفوتون

های غير كلاسيک ، ویژگیشودها مربوط میشمارش فوتون
های همدوس نوسانگر هماهنگ روی كره نسبت به حالت
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های همدوس نوسانگر هماهنگ در فضای تخت، تقویت حالت
 شود.می

0 1 2 3 4 5

0.24
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Q

 
 λكلاودر برحسب -های همدوس گازیوپارامتر مندل برای حالت :2شکل

 .)خط چين( J=12)نقطه چين( و   J=11)خط توپر(،  J=10برای 

 هامولفه های کوادراتوری فوتون چلاندگی -3-4

گيریم كه به را در نظر می 2X̂و1X̂عملگرهای كوراتوری

 شوند:حسب عملگرهای خلق و فنا تعریف میصورت زیر بر

 1
ˆ ˆ ˆ

1
 ,  

2

i iX ae a e     

 2
ˆ ˆ

1
 . 

2
ˆ  i iX ae a e

i

                               )21( 

چلاندگی )كاهش نوفه های كوانتومی نسبت به حد 

توان برای عملگرهای بالا مورد بررسی قرار استاندارد( را می

  [6] .داد. شرط چلاندگی مولفه های كوادراتوری چنين است

  
22

1 2
ˆ ˆ ˆ1

,    ,  
4

iX X X  
 

 (i=1 2 یا( 

 یا به طورهم ارز،

    
22

1 24 ,  ˆ ˆ 0.ˆ
i iS X X X     

 
 

به صورت زیر به  2Sو 1S برای حالت همدوس مورد نظر،

 آیند:دست می

    
2

2

1 2 cos 2 2 2 cosS a n a        , 

    
2

2

2 2 cos 2 2 2 cosS a n a        . 

2Argكه در این روابط  a   وArg a  است. 

به ترتيب )ب-(3و  )الف-(3هایشکل در 1S  و 

 2S  برحسب  مقادیر مختلف برایλ  شده استرسم. 

ی شود كه با افزایش خميدگی كره، بيشينهدیده می

بيشينه به سمت  اینعلاوه بر چلاندگی افزایش یافته و 

شود.های كمتر منتقل می 
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S
1

 
 

 
)الف(  نمودار :3شکل  1S   )و )ب 2S  برحسب  به ازای

J=1  برایλ=0.04 ،)خط توپر( λ=0.05 و )نقطه چين(λ=0.06  

 .)خط چين(

 نتیجه گیری  -5

افزایش خميدگی فضای در این مقاله نشان داده شد كه 

 غيركلاسيکیهای )كره( سبب افزایش ویژگی فيزیکی

 -های همدوس گازیوچلاندگی( حالت )پارامتر مندل و

نيز،   Jهم چنين افزایش گردد.ر به دست آمده میكلاود

باعث تقویت سرشت  ها را افزایش داده وشمار ميانگين فوتون

     گردد.ها میزیر پواسونی آمار شمارش فوتون
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